Wzorcowe rozwiazania kolokwium 1. 1

Wzorcowe rozwiazania zadan z kolokwium nr 1

z analizy matematycznej I1.1
4 -7 grudnia 2020, 12:00

Zad 1 (10 pkt.). Wyznacz punkty rézniczkowalnosci funkcji f : R* — R okreslonej wzorem

fx,9,2) = VIx =Dy =3)z - 5)l.

Rozwiazanie:

Funkcja jest r6zniczkowalna w kazdym punkcie (x,y,z) takim, ze x # 1,y # 3,z # 5 jako zlozenie
funkcji r6zniczkowalnych (1 punkt). Pozostate punkty wygodnie jest podzieli¢ na trzy przypadki (3 p.
za kazdy przypadek):

1. Dokladnie jeden z czynnikow pod pierwiastkiem si¢ zeruje. Rozwazmy punkt (1,y,7),y # 3,z # 5.
Mamy

= lim

fx(lay7z)_1g{)l —0 ¢
Granica nie istnieje poniewaz |y —3||z— 5| # 0, zatem nie istnieje pochodna czastkowa wzglgdem x, czyli
funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna. Analogicznie w punktach (x,3,z),x # 1,z # 5 nie istnieje po-
chodna czastkowa wzgl. y natomiast w punktach (x,y,5),x # 1,y # 3 nie istnieje pochodna czastkowa
wzgl. z wige funkcja nie jest tam r6zniczkowalna.

2. Dokladnie dwa czynniki pod pierwiastkiem sie zeruja. Wéwczas iloraz réznicowy w definicji po-
chodnej czastkowej wzgledem kazdej ze zmiennych bedzie tozsamoSciowo rowny zero, zatem wszystkie
pochodne czastkowe istnieja i sa rowne zero. Trzeba wigc sprawdzié czy [0, 0, 0] jest r6zniczka funkcji.
Rozwazmy punkt (1, 3,z),z # 5:

f((l 3,290+h)—f(1,3,2) ~ lim SA+h,3+hy,z+h3)-0

fA+ty,2) . Allly—3llz-5|
— .

||h||eo [|17]] llll—0 7|
Vihllhollz + hs — /— V hyllhs|
||h}|13»10 [|A]| ||h||—>o ||h|| '

Granica nie istnieje poniewaz z — 5 # 0, wigc funkcja nie jest rézniczkowalna. Analogicznie w po-
zostatych punktach w ktérych zeruja si¢ doktadnie dwa czynniki badajac rézniczkowalno$¢ dostajemy
granicg W
walna.

3. (x,y,2)=(1,3,5) Podobnie jak w poprzednim punkcie mozemy od razy zauwazy¢ ze wszystkie pochod-
ne czastowe istnieja 1 sa rowne zero. Sprawdzajac z definicji czy [0, 0, 0] jest rozniczka dostajemy

f((l 3,5 +h) - f(1,3,5) ~ lim AR
||h\|—>0 [|A]| [I4ll—0 [|Al|

pomnozona przez niezerowa stata. Granica nie istnieje, wigc funkcja nie jest ré6zniczko-

=0,

co wynika np. z faktu ze Vlf’,;”hz

(1,3,5)1Df(1,3,5) = [0,0,0].

jest ograniczone oraz hy; — 0. Zatem f jest r6zniczkowalna w punkcie

Zad 2 (10 pkt.). Funkcja f: R> — R dana jest wzorem

2,2

flx,y) = (3x2 +2xy + 3y2) e T

(a) Wyznacz wszystkie punkty krytyczne funkcji f.
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(b) Dla kazdego punktu krytycznego okresl, czy f ma w tym punkcie minimum lokalne, maksimum
lokalne czy nie ma ekstremum lokalnego.

(¢) Wyznacz kresy funkcji f na R2.

Rozwiazanie:

Punkt (x,y) € R? jest punktem krytycznym funkcji f jesli macierz Jacobiego tej funkcji w punkcie (x, y)
nie jest pelnego rz¢du. Poniewaz f dziata w R, to warunek ten jest rtwnowazny zerowaniu si¢ gradientu
funkcji f w punkcie (x, y).

2 +y2

grad f(x,y) = [Zy + x(6 — 3x% — 2xy — 3y?), 2x + y(6 — 3x* — 2xy — 3y2)] e ?

Do wyznaczenia charakteru punktow krytycznych przyda nam si¢ takze druga rézniczka funkcji f (funk-
cja f jest funkcja gtadka jako iloczyn wielomianu z funkcja wyktadnicza ztozona z innym wielomia-
nem), ktéra mozna tutaj zapisa¢ w postaci macierzy 2 X 2

EN
H(x,y) = [a” axy] e,

xy Gy

gdzie
Ay = 3x2(x2 - 5) + 2xy(x2 - 3) + 3(x2 — l)y2 + 6,
Ayy = 3x%y + 2(y2 — 1)x2 + 3xy (y2 - 4) - 2y* +2,
ayy = 3x% (y2 — 1) + 2xy (y2 — 3) + 3y? (y2 - 5) + 6.

Wyznaczmy teraz punkty krytyczne f. Réwnanie grad f(x,y) = O jest rtOwnowazne ukladowi
rOwnan

0 =2y + x(6 - 3x* — 2xy — 3y%), (1a)
0 = 2x + y(6 — 3x% — 2xy — 3y?). (1b)

Jesli x = 0, to z rébwnania (1a) wynika, ze y = 0. Zatem mamy pierwszy punkt krytyczny funkcji f —
Py = (0,0). Funkcja f jest symetryczna wzglgdem zamiany zmiennej x ze zmienna y, wigc aby znalez¢
pozostate punkty krytyczne mozemy zalozyé, ze x # 0 oraz y # 0. Mnozac réwnanie (la) stronami
przez y a réwnanie (1b) przez x i odejmujac stronami otrzymujemy réwno$é y> = x?, co oznacza, ze
x =y lub x = —y. Wstawiajac kazda z tych zaleznosci do (1a) (lub do (1b)) otrzymujemy, odpowiednio,
1 =4x>-31ub 1 = 3-2x%, azatem x = =1 oraz y = +1. Mamy zatem cztery punkty bedace kandydatami
na punkty krytyczne:

Pr=(1, Py=(,-1), P3=(L1), Py=(1-D.
Wstawiajac wspotrzedne punktéw P;, i = 1,2, 3,4 do jednego z réwnan (1) mozna sprawdzié, ze row-
nania s3 spetnione, wigc punkty te sa punktami krytycznymi.

Charakter punktu P,. Macierz drugiej rézniczki jest postaci:

H(0,0) = [g é]

Z kryterium Sylwestera wynika, Ze jest ona dodatnio okreSlona (wyznaczniki minoréw sa réwne 2 i 32),
a zatem z warunku dostatecznego istnienia ekstreméw wynika, ze f ma w Py minimum lokalne.
Charakter punktéw P; i P,. Macierz drugiej rézniczki jest postaci:

H(1,1) = H(-1,-1) = [__160 __160] e,
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Z kryterium Sylwestera wynika, ze jest ona ujemnie okreslona (wyznaczniki minoréw sa réwne -2 i 64),
a zatem z warunku dostatecznego istnienia ekstreméw wynika, ze f ma w P; i P, maksima lokalne.
Charakter punktow P, i P;. Macierz drugiej rézniczki jest postaci:

my&:mqﬁzﬁzgkﬁ

Macierz nie jest ani dodatnio ani ujemnie okre§lona. Skoro macierz drugiej r6zniczki jest nieokreslona,
to funkcja nie ma w tym punkcie ekstremum. Rzeczywiscie, zauwazmy jednak, ze

8 - -16
(LUHL-D|;| == -LiEG-D[ = =2
1 e 1 e
Z tego wynika, ze wartoSci funkcji rosna w otoczeniu P, i P; wzdluz prostej wyznaczonej przez wek-

tor [1, 1] i maleja wzdtuz prostej wyznaczonej przez wektor [—1, 1]. A zatem, w tych punktach f nie
ekstremow lokalnych.

Wyznaczenie kresow funkcji /. Zauwazmy, ze
3% +2xy+ 3y = (x + 92 +2(x* +y*) > 0.
Zatem f(x,y) > 0 oraz f(0,0) = 0. Zatem inzf f=0.
R

Wykazemy, ze kres goérny f osiaga w Py i w P,. Wiemy, ze w tych punktach f ma maksima lokal-
ne, ale poniewaz R? nie jest zwarte, to nie wiemy czy f osiaga kres gérny. Zbadajmy jakie wartosci
przyjmuje funkcja f na okrggu o Srodku w zerze i promieniu r. WprowadZmy nowe zmienne (7, ¢):

X=rcose, y=rsing.

Woéwczas

¥+ =77 2xy = r*sin2y).

Stad 2 2 2
f,y) = (3r2 + 72 sin(2¢)) e T = (3 + Sin(2()o))r2 e <d4te .

Podstawiajac r* = 2t dostajemy )
4rfe”T = 8te = g(1).

t

Zauwazmy, ze g'(f) = (1 — ) e, wiec funkcja g ma maksimum w ¢ = 1 oraz g(1) = 8e~!. A zatem

flx,y) < 4r e <g(l) = S.

Poniewaz f(1,1) = % to jest to kres gérny funkcji f na R2.

Mozna tez argumentowac, ze dla ,,duzych” (x,y) funkcja wykladnicza zdominuje wielomian i war-
tosci funkcji f beda mate. Jesli weZzmiemy r odpowiednio duze, to f(x,y) < 1 dla (x,y) ¢ B(0,r), a
zatem f(x,y) < f(1,1) = 8e~!. Poniewaz kula domknieta B(0, ) jest zwarta, to f osiaga na tej kuli
swoje maksimum. Nie moze go osiagaé na okrggu S (0, r), bo na nim wartos$ci funkcji sa nie wigksze niz
1 < 8/ e, wigc osiaga je w punktach P; i P,4. Poniewaz poza kula B(0, r) wartosci funkcji f takze sa nie
wieksze niz 1 < f(1, 1), to f(1,1) = 8/ e jest kresem gérnym f na R.

Kryteria oceny:
1. Policzenie gradientu - 1 punkt,
2. Znalezienie punktow krytycznych - 2 punkty,

3. Ekstrema lokalne - 4 punkty,
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4. Kres dolny - 1 punkt,

5. Kres gorny - 2 punkty.

Zad 3 (10 pkt.). Funkcja f : R> — R jest rézniczkowalna na R? \ {0} i spetnia warunki:
4x(;—f(x,y) - ya—f(x, =0 V(xy)eR\{0},
y 0x
f(x,0) = xe™™ Vx>0
Wykaz, ze f ma jedno minimum lokalne wiasciwe i nieskonczenie wiele maksiméw lokalnych niewta-
Sciwych.
Wskazéwka: Znajdz rodzing zbior6w na ktérych f jest stata.

Rozwiazanie:

Rozwazmy parametryzacje biegunowa elipsy x> + y = r

(x,y) = O (r,a) = (rcosa,arsin ).

Mamy
A(f o ®y) _ (9f( )@ _f( )8_y = —rsina/a—f(x,y) +arcosafa—f(x,)’)
oo da dx Ay
_ —gg(x y) + ax—f(x y)
Zatem

A(fo®,) of .~ _ » 0f
—— =0 = yax(x,y) =a xax(x,)’)-

Z warunkow zadania wynika wigc ze funkcja jest stata na elipsach x2+%2 = 2. Mamy f(x,0) = xe ™ >0
dla x > 0, wigc wartoSci funkcji sa SciSle dodatnie dla (x,y) # (0,0), stad f(0,0) = O jest minimum
lokalnym witasciwym. Zauwazmy ze funkcja nie moze mie¢ innych ekstreméw wiasciwych, poniewaz
dla kazdego punktu (xo, yo) # (0,0) mamy f(x,y) = f(xo,yo) dla (x,y) lezacych na elipsie przechodzacej
przez (xo,yo). Aby wyznaczy¢ ew. ekstrema niewlasciwe wystarczy zbadaé przebieg funkcji g(x) =
xe™™ dla x > 0. Mamy

d)=(1-2xe™ =0 & xe¢ {_T‘/i ?}

~|s

zatem dla x > 0 mamy jeden punkt krytyczny x, = ze znakow pochodnej w otoczeniu widzimy Ze
jest to maksimum lokalne. Stad kazdy punkt elipsy x> + % ’ =5 ! jest maksimum lokalnym niewtasciwym.
Uwaga 1. Wiedzac ze funkcja jest stata na ehpsach 1 majac wzor na f(x,0) mozemy bez trudu

wypisaé f jawnym wzorem:
2 2
Floy) = A2+ yze*

wyznaczy¢ jej punkty krytyczne i zbadac czy sa to ekstrema. Nie jest to btad ale niepotrzebne dodawanie
sobie pracy - latwiej wnioskowaé o ekstremach tak jak wyze;j.

Uwaga 2. Mozemy réwniez rozwazaé parametryzacje elipsy (¢, \/c — 41?) oraz (t,—+/c —4¢*) dla ¢ €
(=%, 5) Obliczajac pochodne ztozenia dostajemy statoS¢ wzdtuz obu potéwek elipsy, co w pofaczeniu z
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ciagtoscia f daje stato$¢ na calej elipsie. Wspétrzedne biegunowe daja nieco prostrze rachunki, chociaz
w tym przypadku tez nie sa one skomplikowane.

Uwaga 3. W przedstawionym rozwiazaniu najpierw wpadliSmy na to zeby rozwazac elipsy, naturalne
jest pytanie w jaki sposob? Przedstawimy trzy:

Sposéb I: (najprostszy) to przypomnienie sobie (bylo to tematem jednego z zadan przygotowaw-
czych) ze funkcja stala wzdluz okregéw o Srodku w (0,0) spetnia réwnanie xf, = yf,. Réwnanie z
zadania wyglada podobnie, stad mozna wpasc¢ na pomyst rozpatrywania elips.

Sposob II: Réwnanie %(x, y)—yg—fc(x, y) = 0 oznacza, ze w kazdym punkcie (x, y) # (0, 0) gradient f
jest prostopadty do wektora (—y, 4x). Zatem V f(x, y) = c[4x, y] dla pewnej statej ¢ € R. Z drugiej strony
wiemy, ze gradient funkcji rézniczkowalne;j jest prostopadty do poziomicy. Dla F(x,y) = 4x*+y* mamy
VF(x,y) = 2[4x,y], czyli Vf(x,y) jest prostopadly do poziomicy F przechodzacej przez (x,y). Zatem
poziomice F powinn by¢ doktadnie poziomicami f. Trzeba to jeszcze udowodni¢ a chyba najprostrzym
sposobem jest wlasnie obliczenie pochodnej ztozenia wzdtuz elipsy.

Sposéb III: Przedstawimy jeszcze najbardziej og6lna metodg wykraczajaca nieco poza program po-
niewaz w ogdlnosci wymaga rozwiazywania rownan rézniczkowych zwyczajnych. Chcemy wyznaczy¢
rodzing krzywych (x(t), y(t)) wzdtuz ktérych f jest stata, czyli f(x(¢), y(¢)) = 0. Rézniczkujac ostatnia
tozsamos$¢ wzgledem ¢ dostajemy

X' (O f(x,y) + Y (O f(x,y) = 0.

Poréwnujac t¢ tozszamos¢ z naszym réwnaniem dostajemy uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych

X)) ==y, Y()=4x 2)

Jest to uktad réwnan liniowych o statych wspétczynnikach. Ogdlna teori¢ dla takich uktadéw pozna-
cie Panstwo w przysztym semestrze na zajgciach z RRZ, jednak w tym prostym przypadku mozemy
"zgadnaé" ze rodzina rozwiazan jest

x(t) = rcos(2t), y(¢) = 2rsin(2t). 3)

OtrzymaliSmy wigc parametryzacj¢ tej samej rodziny elips z przeskalowanym katem. Warto zauwazy¢
ze funkcje postaci (3) nie sa jedynymi rozwiazaniami ukladu (2). Rozwigzaniami sa dowolne funkcje
postaci

x(t) = Asin(2¢) + Bcos(2t), y(t) = 2Bsin(2t) — 2A cos(2t) 4)

dla pewnych statych A, B (dla A = 0, B = r otrzymujemy (3)). Jednak jezeli nasza funkcja jest stala na
rozwigzaniach to wszystkie rozwigzania (4) musza opisywac t¢ sama rodzing elips poniewaz pokrywa
ona cala ptaszczyzng. Jest tak istotnie: dla x(¢), y(¢) spelniajacych (4) mamy
2
o+ OO _
4
Otrzymujemy wigc t¢ sama rodzing elips, zmienia si¢ tylko interpretacja parametru .

Przedstawiona metoda rozwiazania réwnania rézniczkowego czastkowego przez znalezienie krzy-
wych wzdhuz ktérych rozwiazanie jest state nosi nazwe¢ metody charakterystyk. Mozna w ten spos6b
rozwiazaé wiele réwnan czastkowych 1. rzedu (tzn. zawierajacych tylko pochodne czastkowe pierwsze-
go rzgdu), réwniez znacznie bardziej skomplikowanych.

A% + B~

Zad 4 (10 pkt.). Rozwazmy funkcje f : R> — R czterokrotnie rézniczkowalna i zatézmy, Ze obie
granice

— . Q1
feoy)—e?-sinx+y) i FE5 0+ £0. %)
(x,)—=(0,0) (x+y)* x50 X
o , . .y d’'f
istnieja, sa skonczone i sa sobie rowne. Wyznacz pochodna czastkowa (0,0).

0%x0%y
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Rozwiazanie:
Oznaczmy granicg z tresci zadania przez g. Zauwazmy ze z zalozen wynikaja nast¢pujace rownosci
i S - sinc ) —g x4yt fCx D)+ fO,0 —g-x
(xy)—(0,0) (x +y)* =0 X
Pierwsza réwno$¢ oznacza, ze funkcja a(x,y) := f(x,y) — e - sin(x +y) — g - (x + y)* jest wyrazeniem
rzedu o((x + y)*). Zauwazmy, ze
o((x +y)") I (C ) »hH G+t

=0.

=00 [Pl enme0 (x+)*t eyl
~—_——————— O ——
-0 ogr.

a zatem a(x, y) jest réwniez rzedu o(||(x, y)|[*). Podobnie funkcja b(x) := f(2x, x) + £(0,x) — g - x jest
rzedu o(x).

Na mocy zalozenia o czterokrotnej r6zniczkowalnosci funkcji f, obie funkcje a(x, y) oraz b(x) maja
rozwiniecie Taylora do rzedu 4 wokét, odpowiednio, (0,0) i 0. Z uwagi na réwnos¢ a(x,y) = o(||x, y|[*)
rozwinigcie Taylora funkcji a(x, y) wokét (0, 0) rzgdu 4 jest zerowe, za$ z rownosci b(x) = o(x) wnio-
skujemy, ze rozwinigcie Taylora b(x) wokét O rzgdu 1 jest zerowe. Pozostaje wyrazi€ te dwa fakty w
terminach pochodnych czastkowych funkc;ji f.

Zacznijmy od funkcji b. Warto$¢ b(0) = 2£(0,0) zas ze wzoru na pochodna ztozenia b'(x) =
2f7(2x,x) + f{(2x,x) + f7(0,x) — g, skad b'(0) = 2£/(0,0) + 2 1,(0,0) — g. Wobec tego rozwiniecie
Taylora b(x) rzedu jeden woko6t O wynosi

b(x) = 2£(0,0) + |2£/(0,0) + 2£,(0,0) - g - x + o(x) .

Wiemy, ze to rozwinigcie jest zerowe skad f(0,0) = 0 oraz g = 2£7(0,0) + 2£7(0, 0).

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla funkcji a(x, y). Rozwinigcie f(x,y) rzedu 4 wy-
raza si¢ w standardowy sposéb przez pochodne czastkowe. Z kolei rozwinigcie funkcji e® sin(x + y)
to 2.2

e sin(x +y) = (1 + xy + xz_): +0(x2y2)) x+y-— 3 +0((x+y)3)) =
1 . .
Xty = 337+ (e )y + ollln I -

Spdjrzmy teraz na rozwinigcie Taylora funkcji a(x,y) do stopnia 1

a(x,y) = £(0,0) + £7(0,0)x + £(0,0)y — x — y + o(|lx, yII) .

(x+y)?

Poniewaz wiemy, ze to rozwinigcie jest zerowe mamy ponownie f(0,0) = 0, oraz f/(0,0) = 1 = £,(0,0),
co powala wyliczy¢, ze g = 4. Na koniec spdjrzmy na wyrazy stopnia 4 w rozwinigciu Taylora funkcji
a(x,y). Sato

1 9*f 4 0*f 6 d*f 4 o0*f 1 8*f

———(0,0)x* + — 0,0)x°y +— 0,0)x*y* + — 0,0)xy’ + ——=(0,0)y* —g(x +y)*.
2o OO 50y O O 41 gy O OF Y gy O 00 4155 (0.0 —gay)
Réwniez i ten wielomian musi znikac jako fragment rozwinigcia a(x, y) rzgdu 4 wokét (0, 0). Poréwnujac

wspdlczynniki przy x*y* wnioskujemy, ze z%ax#afﬁ(o’ 0)=g- (‘2‘) =4 .6, skad 5324—6’;2(0, 0)=4-4!

Zad 5 (10 pkt.). (a) Niech f : R" — R bedzie pewna funkcja. Udowodnij, ze odwzorowanie
R" 5 X — (x, f(x)) e R™!

jest Lipschitzowskie (w normie euklidesowej) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest Lipschitzowska
(w normie euklidesowej).

(b) Uzasadnij, ze teza z punktu (a) pozostanie prawdziwa jesli norme euklidesowa w R" i w R"*!
zastapimy przez, odpowiednio, dowolna norme w R” i w R"*! (norma w R” moze by¢ inna niz norma
W ]Rn+1).
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Rozwiazanie:
Zacznijmy od tego, ze mamy w tym zadaniu do czynienia z trzema przestrzeniami euklidesowymi:
R (wartosci funkcji f sa skalarne), R" (punkty x), R"*! (punkty (x, f(x))). W tresci nie ma nic na
temat tego, jaka wzia¢ normg¢ na prostej - a to dlatego, ze jedyna norma na R jest (z doktadnoscia do
stalej) warto$¢ bezwzgledna. W czgsci (a) warto napisaé wyraznie, Ze || - || oznacza normg¢ euklidesowa
(zar6wno na R” jak i na R"*!' - nie trzeba wprowadza¢ nowego oznaczenia ale nie wolno pogubié
si¢ w wymiarach) i pisa¢ | - | tam, gdzie uzywamy wartoSci bezwzglednej na prostej. Mozna (ale nie
trzeba, kwestia wygody) wprowadzié oznaczenie F(X) := (X, f(x)), w tym rozwiazaniu bgde go uzywac.
W dalszej czesci (rowniez dla wygody) nie bede pogrubiac liter x 1 y do oznaczenia punktéw z R”.

(a) Pokazemy najpierw, ze z Lipschitzowskosci f wynika Lipschitzowskos¢ F, zaktadamy wigc, ze
istnieje L > 0 takie ze [f(x) — f(y)| < L||x — y|| dla dowolnych punktéw x,y € R". Z definicji normy
euklidesowej mamy

IF(x) = FO)Il = Vllx = yIP + (f(x) = f0))2,

co w potaczeniu ze spetnianiem przez f warunku Lipschitza daje
IF(x) = FO)II < VIlx =y + Lilx = ylIP = V1 + L2||x -y,

co oznacza, ze F spetnia warunek Lipschitza ze stata V1 + L2.

Nastg¢pnie pokazemy, ze z Lipschitzowskosci F' wynika Lipschitzowsko$¢ f. W tym celu zaktadamy,
ze istnieje K takie ze ||F(x) — F(y)|| < K||x — y|| dla dowolnych punktéw x,y € R". Wartos¢ |f(x) — f(y)I
mozemy oszacowac z nieujemnosci normy i monotoniczno$ci pierwiastka, otrzymujac w efekcie

1F@) = FOI < Vllx = YIP + (f(x) = FO)? = IF(x) = FO)II < Kllx = yll.

Powyzsza nieré6wnos¢ oznacza, ze f spetnia warunek Lipschitza z ta sama stata co F.

(b) Kluczowym pomystem w tej czgsci zadania byto skorzystanie z rtownowaznos$ci norm. Niech ||-||.
bedzie dowolna norma na R” a ||-||s dowolna norma na R**! (na R caty czas bedziemy uzywaé normalnej
warto$ci bezwzglednej jako normy). Norme euklidesowa (zaréwno na R" jak i na R**! bedziemy dalej
oznaczac przez || - ||).

Réwnowaznos$¢ norm moéwi, ze istnieja state ¢, C > 0 takie ze dla dowolnego x € R" mamy

cllxdl < [l < Clll.
Analogicznie mozemy stwierdzic, ze istnieja state d, D > 0 takie ze dla dowolnego x € R"*! mamy
d||x| < [lxlls < DIlx]l.

Zacznijmy podobnie jak w podpunkcie (a) od zalozenia, ze to f spelnia warunek Lipschitza - tym
razem wzgledem normy z gwiazdka oraz z pewna stata L. Mamy

lf(x) = fO)I < Lilx = yll. < LCllx = yll,

czyli f spetnia warunek Lipschitza wzgledem normy euklidesowej ze stala LC. Z (a) wiemy, ze to
oznacza, ze F spetnia warunek Lipschitza wzglgdem norm euklidesowych ze stata /1 + |LC|*. Teraz
wystarczy ten warunek napisac i uzy¢ odpowiednich nieréwnosci z r6wnowaznosci norm, zeby dostaé

1 - 1
HF@ = FO)lls < VI+ILCP - = - llx = yll.,
c

co po przemnozeniu stronami przez D da zadany warunek Lipschitza dla funkcji F.
Dalej musimy powtérzy¢ znane juz rozumowanie - zalézmy, ze F spetnia warunek Lipschitza wzgledem
norm z gwiazdka i kratka (polski odpowiednik stowa hash), z pewna stata K. Piszemy

dIIF(x) = FO)Il < IF(x) = FO)lls < Kllx =yl < KCllx =,

co pozwala stwierdzi¢, ze F spetnia warunek Lipschitza wzgledem norm euklidesowych ze stata %2.
Z (a) wiemy, ze wobec tego f spetnia warunek Lipschitza (wzglgdem normy euklidesowej) z ta sama
stata. Korzystajac raz jeszcze z rownowaznosci norm dostajemy

CK 1
Q) = fO = —= -~ lIx =yl

co dowodzi tego, ze f spetnia warunek Lipschitza z dowolna norma na R”".



